1. Wstep

Zadaniem pierwszych komputerow bylo symulowanie trajektorii pociskéw. Obecnie
symulacje komputerowe dzigki dynamicznemu rozwojow1 technologii komputerowych staty
si¢ waznym narzedziem wielu dziedzin nauki takich jak fizyka, biologia czy chemia. Coraz
szerze] wykorzystywane sa tez w szeroko rozumianej rozrywce. Atrakeyjnosé filmow 1 gier
komputerowych zwigksza sig np. przez realizm dodawany w formie odpowiedniego ruchu
obiektow w tworzonych scenach, ich wzajemna interakcja. Sprowadza sie to do modelowania
odpowiednich zjawisk fizycznych.

Skuteczne zastosowanie symulacji poprzedzone musi by¢ stworzeniem
odpowiedniego modelu badanego $rodowiska. W swojej pracy stworzylem kilka prostych
modeli ukladoéw fizycznych w celu symulacji ich zachowania dla roznych warunkow
poczatkowych. Badanie dynamiki owych modeli mozliwe jest oczywiscie dzieki
zastosowaniu metod numerycznych. Symulacja dynamiki przeprowadzona moze by¢ wieloma
algorytmami. Wybor optymalnego jest jednym ze stawianych tej pracy zadan. Moja praca w
gléwnej mierze skiada sie z opisu 1 porownania tych metod pod wzgledem dokladnosci 1
zlozonosci czasowej. Podsumowaniem calej pracy jest aplikacja prezentujaca praktyczne
zastosowanie powyzszych zagadnien. Jej atutem jest prezentacja wynikoéw za pomoca grafiki
3D generowanej za pomoca biblioteki OpenGL |5, 6, 10, 12, 13, 14|, tworzac tréjwymiarowe

animacje ukladow symulowanych w czasie rzeczywistym.



2. Algorytmy

2.1. Rownanie ruchu — przedstawienie problemu
Rownanie ruchu [1] dla pojedynczego punktu materialnego w jednym wymiarze o
dzialajacej na niego okreslonej sile wypadkowej przybiera prosta posta¢ rownania
rozniczkowego drugiego rzedu:
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gdzie:

F,, —sila wypadkowa,
x — polozenie punktu na os1 X,

m — masa punktu.

Najprostszym sposobem rozwiazania rownania Newtona (1) opisujacego przyspieszenie
punktu materialnego jest przeksztalcenie go do ukltadu dwdch rownan sprzezonych

pierwszego rzedu.
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W przeprowadzanej symulacji rozwigzywanym zagadnieniem jest polozenie punktu w
zaleznosci od czasu. Znane sa polozenie 1 predko$¢ w chwili poczatkowej, a takze dzialajace
na czastke sily. Znajac rownania (2) 1 (3) mozna uzy¢ ktérej$ z opisanych nizej metod
numerycznych do rozwiazania zadanego problemu 1 znalezienia predkosci oraz polozenia

punktu materialnego w kazdej chwili czasu.

2.2. Metoda Eulera

W swej klasycznej postaci jest to jedna z najprostszych metod numerycznych [7, 15].
Stuzy ona przede wszystkim do rozwigzywania réwnan rézniczkowych pierwszego stopnia.
Zakladajac znajomosé pochodnej x ’(7) funkcji zmiennej rzeczywistej x(7) 1 jej wartosé
poczatkowa w punkcie 7y, mozna obliczy¢ wartos¢ tej funkcji w punkcie 7+47 1 nastepnych.

Algorytm odpowiada rozwigzaniu za pomoca rozwiniecia w szereg Taylora (4, 5):



o+ Ay = x)+ 0 a4 T @
xty +A) =Y "‘(";("0) AL (5)
= !
w ktérym zachowano tylko pierwsze pochodne:
x(t, + AL) = x(1,) + xl(1:0) AL (6)
Co jest rownowazne:
x(t, + At) = x(f,) + x'(2,) - At (7

Blad metody dazy do zera dla 47 dazacego do zera. Obciecie rozwiazania do wyrazu 41 w
potedze pierwszej oznacza, ze metoda ta ma dokladnos¢ jedynie pierwszego rzedu wzgledem
rozwiniecia w szereg Taylora. Blad obciecia wynosi zatem O(Ar’). To powoduje wzglednie
szybka rozbieznos¢ algorytmu.
Zastosowanie metody Eulera do rozwiazania rébwnania Newtona (1) jest nastepujace:
1. W pierwszej kolejnosci obliczana jest predko$é na podstawie zadanego

przyspieszenia:
v =V tdv (3)
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2. Nastepnie korzystajac z obliczonej predkosci wyznaczane jest potozenie:
X =x, +dx (10)

dx=v, dt (11)

2.3 Metoda punktu Srodkowego - MidPoint

Metoda ta jest szczegdlna postacia metody Rungego-Kutty |7, 9, 15]. Nalezy ona do
klasy schematéw dwustopniowych. Oznacza to, ze wartosé¢ funkcji f{x, 7) musi by¢ obliczana
dwa razy dla kazdego wyznaczenia wartosci funkceji x w punkcie #p+A¢. Idea metody

MidPoint moze by¢ zapisana w trzech wyrazeniach:

k= At f(xg:8,) (12)



Powyzsze rownanie jest algorytmicznym zapisem metody Eulera. Na podstawie warto$ci
poczatkowych 1 dlugosci interwatu czasowego obliczana jest warto$¢ funkcji x w punkcie

to+At zapisana jako k;.

ky=At- f(x, + ; Kby ¥ ; “At) (13)

W (13) ponownie wykonywane jest calkowanie w celu znalezienia wartosci f'w punkcie
odpowiadajacym polowie k; wyznaczone] w kroku poprzednim, a nastepnie obliczana jest
wielkosc¢ k. Koncowa wartos$¢ funkcji x w punkcie 7,+A47 wyznaczona jest za pomoca

rozwigzania z rownania (13) 1 warto$ci poczatkowej.

x(ty + AT) = x(1,) + &, (14)

Doktadno$é metody MidPoint jest drugiego rzedu. Uzyskuje sie to dzieki podzieleniun
przedziatu calkowania na dwie czesci. Nazwa metody pochodzi stad, ze rozwiazanie
wyliczane w (13) wykorzystuje punkt srodkowy rozwiazania (12).

Metode MidPoint mozna wykorzystaé¢ do rozwiazania rownania Newtona w sposob
opisany w ponizszych punktach:

1. Na podstawie znajomosci potozenia, predkosci 1 przyspieszenia w chwili 7y

obliczane sa wspotezynniki k;:
F

Py k. (15)
m

Ky, = At-v, (16)

2. Wartosc sily wypadkowe;j aktualizowana jest dla polowy rozwiazania otrzymanego
w punkcie pierwszym, a nastepnie wyliczane sa wspolczynniki £»:

ky, = A" (17)
1
b =00k, (18)

3. Ostatecznie wartosci predkosci 1 polozenia w punkcie #p+A¢ dane sa wzorami:

v, =y, +k,, (19)



e I (20)

2.4. Metoda Runge-Kutty czwartego rzedu

Metoda Runge-Kutty czwartego rzedu (RK4) |7, 9, 15] jest rozszerzeniem metody
punktu srodkowego o kolejne dwa kroki. Aby obliczy¢ wartosé funkeji x w punkecie 7,+47
nalezy obliczy¢ wartos¢ funkcji f{x, ) czterokrotnie. Kompletny algorytm RK4 jest podobny
do metody MidPoint, ktéra w istocie jest metoda Runge-Kutty drugiego rzedu, przy czym

zwiekszona zostaje 1los¢ dodatkowych obliczen. Schemat jest nastepujacy:
k= At f(x,.t,) (21)
1 1
'2=&I'f(xu+2'k1.«’o+2'ﬁl) (22)

Pierwsze dwa kroki sa identyczne jak w metodzie punktu §rodkowego.

RV (R S NS 23)

W kolejnym kroku analogicznie do poprzedniego wyznaczana jest wartos¢ funkcji £, z ta

roznica, ze przedziat calkowania okresla potowa wartosci obliczonej w kroku poprzednim £».

ky = At f(x, + k.10 + AT) (24)

Ostatni krok metody to znalezienie ostatniego wspolezynnika &, calkowaniem metoda
prostokatow. Wartos¢ funkeji x w punkcie 7y+A7 obliczana jest na podstawie znajomosci
wartosci poczatkowe) x(7p) oraz wyznaczonych w czterech krokach wspolczynnikow &, ks, k3

ikql
x(tﬂ+Ar)=x(f0)+;-(k1+2-fc2+2-k3+k4) (25)

Metoda RK4 przewyzsza metode MidPoint dwukrotnie pod wzgledem dokladnosci. Oznacza
to, ze dla dwukrotnie wiekszego interwatu czasowego moze uzyska¢ wyniki réwnie
wiarygodne.
Réwnanie Newtona rozwiazuje si¢ metoda RK4 zgodnie z nastepujacym algorytmem:
1. Na podstawie znajomosci potozenia, predkosci 1 przyspieszenia w chwili 7y
obliczane sa wspolezynniki k;:
F

k= ar e (26)
m
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k. = At-v, 27)

2. Wartos¢ sily wypadkowej aktualizowana jest dla polowy rozwiazania otrzymanego

w punkcie pierwszym, a nastepnie wyliczane sa wspotezynniki £»:
ky, =At-~" (28)

(29)

3. Sila wypadkowa jest ponownie aktualizowana w punkcie wyznaczonym przez
polowe rozwiazamia z punktu drugiego:

k, = At (30)

(1)

4. Ostatnie wspotczynniki potrzebne do wyznaczenia predkosei 1 polozenia w chwili
nastepnej obliczane sg po ostatniej aktualizac)i sity wypadkowe] w punkcie

wyznaczonym przez rozwiazanie z punktu poprzedniego:

k, = A (32)

' m
k4_1' = ﬁf : kSv (33)
5. Predkosé 1 potozenie w chwili nastepnej obliczane sa na podstawie predkosei 1
potozenia poczatkowego 1 sumy wspolezynnikow zsumowanych z odpowiednimi
wagami:

xl=x0+35'(k1x+2'k3x+2'k3x+k4_r) (34)

vl=vo+é‘(kw+2-fczv+2-kh+k4v) (35)
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