Rozdzial 2

Fizyka laboratorium 2

2.1. Réznice skonczone

Przyjrzyjmy sie rownaniu rézniczkowemu zwyczajnemu pierwszego rzedu, postaci:

oty = 20 2.1)

Roéwnanie (9.4) opisuje zmiane funkcji y przy zmianie parametru ¢, Jezeli parametr
t bedzie oznaczal czas, réwnanie to opisuje wyrazona przez funkcje f zmiane funkcji
y w czasie. Rozwiazaniem analitycznym jest tego réwnania jest funkcja y(t). ktéra
podstawiona do réwnania (9.4) przeksztalca je w tozsamosé.

Zamieniajac odpowiednio przyrost dy na Ay oraz dt na At otrzymujemy:

. Ay dy
s i, (E) ~u (22)
Roéwnanie (9.4) w rachunku réznic skoriczonych zapisa¢ mozemy w postaci:
Ay
[y, 1) (2.3)

T At

Mnozac obie strony przez At otrzymujemy wyrazenie na zmiane funkcji y w prze-
dziale czasu At:
Ay = f(y,t)At (2.4)

Znajac warunki poczatkowe (poczatkowa wartosé y) mozemy obliczy¢ nowa wartosé
y po uplywie czasu At jako:

Ay fly, t)At
{ynﬂ = Yo+ f(Yn, yn) At (2.5)



2.2. Catkowanie réwnan rézniczkowych

2.2. Calkowanie rownan rézniczkowych

Roéwnanie (9.4) przedstawia funkcje y zalezna od czasu t. Réwnanie to mozna rozwia-
zaé poprzez catkowanie po parametrze t. Poniewaz bedziemy rozwiazywali rownanie
dla kolejnych krokow czasowych wprowadzimy nastepujace oznaczenia: 1,1 — war-
tos¢ y w n + 1 kroku czasowym, y,, — wartos¢ y w n-tym kroku czasowym:

tn+1
Ynt+1 = Yn + / f(y: t)dt (2'6)
tn

Réwnanie to opisuje przyrost funkcji y w przedziale czasu od ¢, do t,;. Cala idea
metody numerycznej skupia sie na przyblizeniu réznicowym catki po prawej stro-
nie rownania. Dokladnos¢, z jaka wyznaczymy wartosé calki, ma znaczenie dla sta-
bilnosci rozwiazania numerycznego réwnania (9.4). Nalezy pamietaé, ze otrzymane
rozwiazanie jest tylko przyblizeniem rozwiazania dokladnego.

2.3. Schemat réznicowy Eulera

Najprostszym sposobem na przyblizenie calki z réwnania (9.12) jest catkowanie me-
toda prostokatow.

4 o0

»

t’l tn +1

Rysunek 2.1. metoda prostokatow

Stosujac te metode otrzymamy najprostszy schemat réznicowy, zwany metoda Eu-
lera:
Ynt1 = Yn + f(y,)h + O(hz) (2.7)

gdzie h « At

Mozemy wyprowadzi¢ schemat metody Eulera siegajac do definicji pochodnej:

: yt+h) —y()

t) = li 2.
y (1) = Jim 222 (28)
mozemy wigc rezygnujac z granicy mozemy zapisaé¢ przyblizenie:
/ y(t+h) —y(t
(1)~ XN 20 (29)

h
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czyli po przeksztalceniu

/

y(t+h) —y(t) =~ hy () (2.10)
czyli:
y(t + h) ~ y(t) + hy (t) (2.11)

Przechodzac do wprowadzonej notacji y (t) = f(y,t) mozemy zapisa¢ schemat w
postaci:

y(t+h) = y(t)+hf(y,t) (2.12)

h :Xn+1 'Xn

Xn Xn+1
Rysunck 2.2. metoda Eulera

2.3.1. Rzad dokladnosci metody

Dla sprawdzenia rzedu doktadnosci metody dokonamy rozwiniecia funkcji y w szereg
Taylora:

) g (n)
) n ! Y (t) Y n
y(t+h)= E Fh =y(t)+y(t)h+Th2+...+Wh (2.13)
n=0

Wida¢, ze metoda Eulera obcina rozwiniecie po pierwszej pochodnej czyli: y(t+h) =
Yn+1s Y(t) = yn, y ()0 = f(y, )N

Obciecie rozwigzania do wyrazu h w potedze 1 wlacznie oznacza, ze metoda rézni-
cowa ma doktadnosé¢ pierwszego rzedu wzgledem rozwiniecia w szereg Taylora. Blad
obcigcia wynosi O(h?)

2.4. Metoda Midpoint

Nazwa metody wynika z faktu, ze ¢, + h/2 jest punktem srodkowym pomiedzy
tn, w ktérym warto$¢ funkeji y(t) jest znana, oraz punktem ¢,.; w ktérym szukamy
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2.4. Metoda Midpoi

nt

wartosci funkcji y(t). Jest to metoda zaliczana do metod Runge-Kutta (inaczej zwana
metoda Runge-Kutta drugiego rzedu).

Metoda ta bazuje na metodzie Eulera wykorzystujac kolejna pochodna przy rozwi-
nieciu w szereg Taylora.

) he _ylt+h)—y(t)

t+—-)~ 2.14
yt+3) Y (2.14)
nastepnie:
/ h
y(t+h) = y(t) + hy (t+ 5) (2.15)
co mozemy zapisac jako:
h h
ylt+h)=y(t) +hf (ylt+3) 0+ 5 (2.16)

Nie mozemy skorzystaé z réwnania (2.16) poniewaz nie znamy wartosci y w punkcie

t+ 5 Rozwiazaniem jest rozwiniecie w szereg Taylora i przyblizenie tej wartosci.

y(145) ~ 00+ 550 =00+ 516010 (2.17)
Co po podstawieniu do (2.16) daje:
e+ 1)~ (o) f (40 + 57 0(00) 0+ 5 219

Ogodlnie schemat metody MidPoint mozemy zapisaé¢ jako:

ki = f(ymtn) (219)
h h

ko= f (yn + —ki,t, + —> (2.20)
2 2

Yni1 = Yn + hka + O(R?) (2.21)
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A

Przybli*ona styczna
w punkcie t +h/2 ¢

kl =f(yn>tn) |

wynik MidPoint

n+l

Rysunek 2.3. metoda MidPoint

2.5. Metoda Runge—Kutta
Ogélnie metode mozemy zapisa¢ w postaci:

Yn+1 = Un + h Z amkm (222)

gdzie: a,, — wspolczynniki wagowe, k,, styczne obliczone w kolejnych krokach ¢, <
x < t,y1. Wagi spelniaja warunek:

» an=1 (2.23)

2.5.1. Metoda RK4
Schematycznie metode mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

kl — f(ymtn)
h

h
ko = f<yn+§k1atn+§)

h h
ks = f <yn + §k2atn + 5)
k’4 = f (yn + hks, tn + h)

co zgodnie ze wzorem (2.22) daje:

h
Ynt1 = Yn + 5 (k1 + 2k + 2k3 + ky) (2.24)
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2.5. Metoda Runge—Kutta

A

Przybli*eona styczna
w punkcie t +h/2

b

ky = f(y.ty)

h h
k=St Tk e
n 21 n 2

k f( hk h
= +— ’x +—
3 yn 2 2 n 2

ky =y, +hk3,tn +h)

n+l

Rysunek 2.4. metoda RK4

>
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