FIZYKA LABO_2

Rownania rozniczkRowe



Rownania rozniczkowe - wprowadzenie

Rownania rozniczkowe sg popularnie spotykane we
wszystkich dziedzinach nauk scistych i przyrodniczych a
szczegolnie w:

Fizyce (np. rownania Maxwell’a)
Mechanice (np. rownania ruchu harmonicznego)

Elektronice (np. stany nieustalone w obwodach
elektrycznych)

Automatyce (np. warunki sterowalnosci uktadu)
| wielu innych dziedzinach nauki i techniki




Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Eulera

Metoda Eulera pozwala na numeryczne rozwigzanie
rownania rozniczkowego zwyczajnego rzedu
pierwszego postaci:

Y _txy) y0)=y,

dx
Przyktady:
dy _ Y ey? = 2sin3x), y(0)=5
dx+2y 1.3, y(0)=5 e T sin(3x), y(0)
dy 2sin(3x)—x°
Yorser 2y f0)=5 g e Y, y(0)=5
2.,2
( ) 1.3e* -2y f(X’y):ZSIn(BX)—Xy

ey



Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Eulera

Dla x = 0 wartosC y = y, przyjmujac ze X = X5 = 0
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y

AN

y,, wartosc
przewidywana

warto$c prawdziwa

44
< krokh

Xy

Znajac f(x, y) i majac dane wartosci X, i yq Z
warunku poczatkowego y(x,) = Yy, mozna obliczy¢
nachylenie funkcji f(x, y) do osi X w punkcie (Xq, Yg)



Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Eulera

tand = Yo _ f (X, Yo)
X =X

Po przeksztatceniu otrzymujemy:

Yi=Yo T f(xo’ YO)(Xl _Xo)
Oznaczajac x;-X, jako krok h otrzymujemy:

Yi=Yo T f(xo’YO)h

Wykorzystujac obliczang wartosc¢ y; mozna obliczyc
wartosc y, dla x, jako:

Y, =Y, + f(x,y,)h X, =X, +h



Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Eulera

Mozna zatem wyprowadzi¢ wzor rekurencyjny:

Yian =Yi t f(Xi’yi )h
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Metoda Eulera - Przykiad

Kula nagrzana do temperatury 1200 K schtadza sie do
temperatury 300K. Zaktadajac ze w procesie
schtadzania ciepto jest oddawane do otoczenia
jedynie przez radiacje to temperatura kuli opisana
jest rownaniem:

99 52067x1072(0* ~81x10°)  6(0)=1200K

dt

Jaka jest temperatura kuli po 480 sekundach jej
schtadzania?

f(t,0)=—2.2067 x10*?(0* —81x10°)



Metoda Eulera - Przyktad c.d.

Wzér rekurencyjny metody Eulera: 6., =6, + f(t.,6 )h
Zaktadamy krok h = 240
Dlai=0,t =0, ©, = 1200:

6, =6, + f(t,,6,)h=1200+ f(0,1200)x 240
=1200+ (— 2.2067 x 10 *2(1200* —81x10° ))x 240
=1200 +(— 4.5579)x 240 =106.09K

t=t, =t,+h=0-+240=240



Metoda Eulera - Przyktad c.d.

Dlai =1, t; = 240, ©, = 106.09:

6, =6, + f(t,6,)h =106.09+ f(240,106.09)x 240
=106.09+ (— 2.2067 x10*2(106.09* —81x10° ))x 240
=106.09 +(0.017595)x 240 =110.32K

t=t, =t +h=240+240+480

Po wykonaniu dwoch iteracji metody Eulera
otrzymujemy ze temperatura kuli po 480 s
wyniesie 110.32K

Czy to prawda?



Metoda Eulera - Przyktad c.d.

Porodwnanie rozwigzania doktadnego z rozwigzaniem
otrzymanym przy uzyciu metody Eulera.
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temperatura ©(K)
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Metoda Eulera - Przyktad c.d.

Dobor odpowiedniego kroku h jest kluczowy dla

odpowiedniej dokfadnosci rozwigzania stosujac

metode Eulera

1300 4

1000 -K doktadne rozwigzanie
M
‘N"?%—————qr—a——q_* _____
500 - . e
~_ k=120
D S B=2A0
I 100 200 300 400
=00 - czas t(s) T
=480~
-1000 - S

oo | o) 1%
480 -087.81 | 252.54
240 110.32 [ 82.964
120 546.77 |15.566
60 614.97 |5.0352
30 632.77 |2.2864




Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Rungego - Kutty

Metoda Rungego-Kutty pozwala na numeryczne
rozwigzanie rownania rozniczkowego zwyczajnego
pierwszego rzedu postaci:

Y _txy) y0)=y,

dx
Korzystajac z rozwiniecie w szereg Taylora:
dy 1d%y 1d°y 3
== X — X )+ — X . —X == X . — X ] +..
y|+1 yl dX .y ( i+1 |) 2| dxz - ( i1+1 I) 3| dX ) ( 1+1 I)

1 1 [ |
=Y+ f(xi 1 yi)(Xi+1 =X )"‘5 f (Xi , yi)(xi+1 =X )2 "‘5 f (Xi 1 yi)(xi+1 =X )3 T
Widac ze metoda Eulera jest metoda Rngego-Kutty pierwszego rzedu

Yia=Yi t f(xi Y )h



Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Rungego - Kutty

Wzor dla metody Rungego-Kutty drugiego rzedu
bedzie wyglgdat nastepujqco:

Yian =Yi T f(Xi’yi)h+% f’(xi’Yi)hZ
dla metody czwartego rzedu:

Yia=Yi t f(Xi’yi)h_I_%f'(Xi’yi)hz +%f"(xi’yi)h3 "‘%fﬂl()(i’)’i)h4

Jak wyznaczyc¢ pochodne f" metody stopnia drugiego |
f’, £, f"" dla metody stopnia czwartego?



Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Rungego - Kutty

Dla metody Rungego-Kutty drugiego rzedu wzor:
Yia=Yi T f(xi’yi)h_l_% f’(xi’Yi)hZ
mozna zapisac jako: |

Yin =Yi T (alkl +8,K, )h
gdzie: k =f(x,y,) k,=f(x +phy;+09,kh)

aby wyznaczy¢ wspotczynniki a;, a,, p;, q;; halezy
rozwigzac ktad rownan:

1 1
a +a, =1 a2p1=§ azqn:E

zazwyczaj wartosSc a, wybiera sie aby rozwigzac¢ pozostate



Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Rungego - Kutty

Zazwyczaj a, przyjmuje jedng z trzech wartosci: 2, 1, 2/3

Metoda Heun’a

Metoda midpoint

Metoda Raltson’a

1 2
aZ:E a, =1 azz5
1 1 1 1 3 3
8.125 pl_l g, =1 ale pl—z qll_z alzg Py Z qll_z
1 1 1 2
Yin = i+(5k1+2k2jh Yia =Y +K;h yi+1:yi+(§kl+§k2jh
klzf(xi’yi) klzf(xi’yl) klzf(xi’yi)
1 1 3 3
kZ:f(xi+h,yi+k1h) k, =f| x. +=h,y. + =k.h kz=f(xi+zh’yi+zk1hj




Metoda Rungego - Kutty - Przyktad

Kula nagrzana do temperatury 1200 K i schtadza sie do
temperatury 300K. Zaktadajac ze w procesie
schtadzania ciepto jest oddawane do otoczenia
jedynie przez radiacje to temperatura kuli opisana
jest rownaniem:

99 52067x1072(0* ~81x10°)  6(0)=1200K

dt

Jaka jest temperatura kuli po 480 sekundach jej
schtadzania?

f(t,0)=—2.2067 x10*?(0* —81x10°)



Metoda Rungego - Kutty - Przykiad c.d.

Dla metody Heun’a: 9i+1:9i+(%kl+%k2jh

k1: f(ti,ﬁi)
k, = f(t, +h,8 +kh)

Dlai=0,t, =0, ©, = ©(0) = 1200:

k, = f(t,,6,)= £(0,1200)=—2.2067x10**(1200* —81x10° )= —4.5579
k, = f(t, +h,8, +kh)=f(0+240,1200 + (- 4.5579)240)= (240,106.09)
= —2.2067 x10?(106.09* —81x10° ) = 0.017595

6, =6, + 6 k, + % kzjh =1200 + 6 (- 4.5579)%(0.017595))240

=1200 +(—2.2702)240 = 655.16K



Metoda Rungego - Kutty - Przykiad c.d.

Dlai=1,t, =t, + h= 240, ©, = 655,16
k, = f(t,6,)= f(240,655.16) = —2.2067 x 10 *?(655.16* —81x10° )= —0.38869
k,= f(t,+h,8,+kh)= f(240+240,655.16 +(—0.38869)240) = f(480,561.87)
= —2.2067 x10*?(561.87* —81x10° )= —0.20206

0, =0, + G k, + % kzjh = 655.16 + 6 (- O.38869)+%(— O.20206)j240

= 655.16 + (— 0.29538)240 = 584.27

Po wykonaniu dwoch iteracji metody Heun’a
otrzymujemy ze temperatura kuli po 480 s
wyniesie 584.27K



Metoda Rungego - Kutty - Przykiad c.d.

Dobdr odpowiedniego kroku h jest kluczowy dla
odpowiedniej doktadnosci rozwigzania stosujac
metode Heun’'a

1200

- doktadne rozwaza}r;lzlm L?.g?darl;' 9(480) |€t| %
@ 480 -393.87 | 160.82
g4 240  |584.27 |9.78
E . | | . _ezasty) (120 651.35 |0.58
[ 100 200 300 \MG\EDD 60 649.91 |0.36
400 - 30 648.21 |0.10




Metoda Rungego - Kutty - Przykiad c.d.

Porownanie dotychczas przedstawionych metod:

1200 B

1100

=
=
=]
=)

temperatura ©(K)

1] 100 200 300 400 500
czas t(s)

a0

Dokfadna wartosc¢ rozwigzania
obliczona analitycznie wynosi:

0(480) = 647.57K

Rozmiar @(480)
kroku h | Eyler Heun | Midpoint | Ralston
480 |-987.84 | -393.87 | 1208.4 | 449.78
240 110.32 | 584.27 ? ?
120 546.77 | 651.35 | 690.20 | 667.71
60 614.97 | 649.91 | 654.85 | 652.25
30 632.77 | 648.21 | 649.02 | 648.61




Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
zwyczajnych — metoda Rungego - Kutty

Dla metody Rungego-Kutty czwartego rzedu wzor:
1 .. , 1.. ; 1, .
yi+1:yi+f(xi’yi)h+af (Xi’yi)h +§f (Xi’yi)h +Ef (Xi’yi)h

mozna zapisac jako:
Yia =i +%(k1 + 2k, + 2k, + k4)h

gdzie najczesciej przyjmuje sie ze:



Metoda Rungego - Kutty - Przyktad

Kula nagrzana do temperatury 1200 K i schtadza sie do
temperatury 300K. Zaktadajac ze w procesie
schtadzania ciepto jest oddawane do otoczenia
jedynie przez radiacje to temperatura kuli opisana
jest rownaniem:

99 52067x1072(0* ~81x10°)  6(0)=1200K

dt

Jaka jest temperatura kuli po 480 sekundach jej
schtadzania?

f(t,0)=—2.2067 x10*?(0* —81x10°)



Metoda Rungego - Kutty - Przykiad c.d.

Dla metody Rungego - Kutty czwartego rzedu:
0., =0 +%(k1 + 2k, + 2k, +k, )h

Dlai=0,t, =0, ® = 1200:

k, = f(t,,6,)= £(01200)=-2.2067 x10"*?(1200* —81x10° )= —4.5579

f (to + % h, 6, + % klh) = f (o +%(24o),1200 +%(—4.5579)x 240)

k2

f (120,653.05) = —2.2067 x 10 *2(653.05" —81x10° ) = —0.38347



0,

Metoda Rungego - Kutty - Przykiad c.d.

f(t0+ h,6, += k hj f(O+%(240),1200+%(—0.38347)>< 240)

f (120,1154.0) = —2.2067 x10 *?(1154.0* —81x10° )= —3.8954
f(t, +h, 6, +kh)= f(0+240,1200 +(—3.894)x 240)
f

(240,265.10) = —2.2067 x 10 *?(265.10* —81x10° ) = 0.0069750

=0, +%(k1+2k2 + 2k, +k,)h

=1200 + % (—4.5579 + 2(—0.38347)+ 2(— 3.8954) + (0.069750))240
=1200+(—2.1848)240 = 675.65



Metoda Rungego - Kutty - Przykiad c.d.

Dla i = 240, ©, = 675,65:

(tl, 0,)= f (240 675.65)= —2.2067><10‘12(675.654 —81x10°)=—0.44199

= f|t, + ; h,6,+= Ly hj f(240+%(240),675.65+%(— o.44199)24oj

= (360,622. 61) —2.2067x107%(622.61¢ ~81x10° )= —0.31372
f(tl — j f(240+%(240),675.65+%(— 0.31372)x 240)

= £(360,638) = —2.2067 x10 **(638.00* — 81x10° ) = ~0.34775
= f(t,+h,6,+k;h)= f(240+240,675.65+(—0.34775)x 240)
= f

(480 502.19) = 2.2067 x 10 %(592.19* - 81x10° )= ~0.25351
0, :91+E(k1+2k2 + 2K, +k,)h

= 675.65+ % (~0.44199+2(-0.31372)+ 2(~ 0.34775)+ (- 0.25351))x 240

=675.65+ % (-2.0184)x 240 = 594.91K



Metoda Rungego - Kutty - Przykiad c.d.

Dobdr odpowiedniego kroku h jest kluczowy dla
odpowiedniej doktadnosci rozwigzania stosujac
metode Rungego - Kutty czwartego rzedu.

temperatura ©(K)

1600 -

1200

rozmiar (9(480) |Et| %

doktadne rozwigzanie krO ku h

go0

h=120

480 [-90.278| 113.94
240 | 594.91| 8.1319
R 120 | 646.16 | 0.21807
[ 200 400 &O0

am0 - 60 647.54 | 0.0051926
30 647.57 | 0.00013419

hi=240

400

czast(S) peamn




Metoda Rungego - Kutty dla rownan
rozniczkowych wyzszych rzedow

Dla rownania rozniczkowego zwyczajnego wyzszego
rzedu albo dla rownania czgstkowego

dny, dn4y dy

NI hrw e R e f(x)
mozna dokonac¢ podstawienia:
y=1
O OB,
dx dx
d’y dz,

dx* dx °

d"'y dz,,
dx"t  dx ;




Metoda Rungego - Kutty dla rownan
rozniczkowych wyzszych rzedow

Otrzymane rownania tworzg w efekcie ukfad n rownan:

dz
d_)(lzzz = 1:1(21122’"")()
dz
d)(2 =43 = f2(21’22’°°"x)

dz 1
d): — o (_an—lzn"'_alzz_a021+ f(X))

n

Kazde z n rownan moze byc¢ rozwigzane z uzyciem
opisanych wczesniej metod rozwigzywania uktadow
rownan rozniczkowych zwyczajnych stopnia
pierwszego




Przykiad

Rozwigz rownanie: re 2, y=e", y(0)=

oraz oblicz y(0.75)

Podstawiajqc: % =7

Po podstawieniu rownanie przybiera postac:

dz
—+2z+y=¢"
a4

dz
—=e —-27-
dt y



Przyktad c.d.

W efekcie nalezy rozwigzac nastepujacy uktad rownan:

%ze‘t —2z-y="1,(t,y,z), z(0)=2

Stosujgc metode Eulera:
Yia=Yi T fl(ti y Yir 4 )h
Lig =4+ fz(ti  Yin 4 )h



Przyktad c.d.

Krok 1: 1=0,t,=0, y,=1,2,=2

yi+1 — yi + fl(tpyi;zi)h Zi+1 — Zi + 1:2(1:i’yi’zi)h
Vi = Yo + filto, Yo, 2o 2, = 2o+ f,(ty, Yor 20
=1+ £,(0,1,2)(0.25) =2+ 1,(0,1,2)(0.25)
—1+2(0.25) =2+(e°—2(2)-1)0.25)
=1.5 —1
dy
y, = y(0.25)~ 1.5 2,=2(0.25)= 5(0-25)“1

t=t, =t,+h=0+0.25=0.25




Przyktad c.d.

Krok 2:

1=11=025y,=15 2 =1

Yia =¥ + filti,yi,2 )

Lig =4+ fz(ti 1 y“Zi)h

Yo=Y+ fl(t11 Y1 Zl)h
=1.5+ f,(0.25,1.5,1)(0.25)
=1.5+(1)(0.25)
=1.75

y, = y(0.5)~1.75

2, =12,+ f,(t, y,, z, )
=1+ 1,(0.25,1.51)(0.25)
=1+ (e % - 2(1)-1.5)0.25)
=1+(-2.7211)0.25)
=0.31970

z, = 2(0.5)~0.3197

t=t,=t,+h=0.25+0.25=0.50




Przyktad c.d.

Krok 3: 1=2,t,=0.5,y,=1.75 z,=0.319/0

Yia =Y fl(tpyi;zi)h Lig =4+ 1:2(1:i’yi’zi)h
Ys=Y, + fl(tz’yz’zz)h 23=22+f2(t2,y2,22)h
~1.75+ £,(0.501.75,0.31970)(0.25) | =031972+ 1,(0.501.75,0.31970)0.25)
~1.75+(0.31970)(0.25) — 0.31972+ (¢ °*°~ 2(0.31970)-1.75)(0.25)
_1.8299 =0.31972 +(-1.7829)(0.25)
| = -0.1260
y, = y(0.75) ~1.8299 z, = 2(0.75) ~ —0.12601

t=t,=t,+h=05+0.25=0.75




Przyktad c.d.

Otrzymane rozwigzanie to:
y(0.75)~ y, =1.8299

Wartosc¢ doktadna to:
y(0.75)_ =1.668

Btad wzgledny otrzymanego rozwigzania wynosi:

‘et‘ =

x100

1.668 —-1.8299
1.668




