Rozdziat 3

Fizyka laboratorium 4

3.1. Punkt materialny

Kazdy proces przygotowania symulacji komputerowej rozpoczynamy od zdefiniowa-
nia modelu fizycznego, ktéry przeksztalcamy w model matematyczny i nastepnie w
model numeryczny.

Ruch swobodnego punktu materialnego jest opisany zasadami dynamiki Newtona:
pierwsza pochodna wektora pedu punktu materialnego wzgledem czasu jest rowna

przytozonej do niego sile F = d—lz, lub w przypadku gdy m = const w postaci:

F = ma, czyli ,
dr = r . (3.1)
a2 m
Mamy do czynienia z rownaniem rézniczkowym zwyczajnym drugiego rzedu, ktore
mozna rozwiaza¢ numerycznie w prosty sposéb stosujac metode Eulera, badz bar-
dziej doktadna metode Rungego-Kutty.

Poniewaz zaréwno metoda Eulera, MidPoint jak i Rungego-Kutty, stuza do roz-
wiazywania rownan rozniczkowych pierwszego rzedu, musimy w pierwszym kroku
sprowadzi¢ rownanie do uktadu réwnan pierwszego rzedu.

dr

— =V

dt ’

iv F (3.2)
at  m’

naszym celem jest wyznaczenie wartosci funkcji r oraz v w kolejnym kroku czasowym
na podstawie znajomosci ich wartosci w chwili czasowej ¢ oraz znajomosci wartosci
ich pochodnych.
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3.1. Punkt materialny

Stosujac metode Eulera rozwiazanie uktadu réwnan mozemy zapisa¢ w nastepujacy
Sposob:
r(t+h)=r(t)+v(t) h

V(t—l—h):v(t)—i-%-h.

Przyktadowa procedura rozwiazujaca uktad rownan metoda Eulera

void solveEuler (Punkt *p, float dt){
p—>v p—>v + p—=>f % (1.0/p—>m) =+ dt;
p—>r p—>r + p—>v ox dt;

Gdzie Punkt to pewna struktura zawierajaca informacje o punkcie materialnym,
znaczenie jej sktadowych jest nastepujace:

e v - skladowa typu Wektor reprezentujaca wektor predkosci,

e r - skladowa typu Wektor reprezentujaca wektor potozenia,

o f - skladowa typu Wektor reprezentujaca wektor wypadkowych sit dzialajacych
na punk,

e m - sktadowa typu float skalar reprezentujacy mase punktu.

Dla wygody i utatwienia dalszej rozbudowy modelu punktu materialnego mozemy
napisa¢ procedure wyznaczajaca wartosci pochodnych funkcji r oraz v

void derivatives (Wektor xin, Wektor *xout, Punkt xp){

// dr/dt =v
// d2r/dt2=F/m
out [0] in[1];

out[1] p—>f % (1.0/p—>m);

Jej dzialanie jest dos¢ intuicyjne, na wejsciu podajemy aktualny stan systemu a na
wyjsciu (zmienna out) dostajemy wartosci pochodnych.

m
Mozemy procedure solveEuler zapisa¢ wykorzystujac procedure derivatives w
nastepujacy sposob:

void solveEuler (Punkt =xp, float dt){
Wektor in[2], out[2];
in [0] = p—>1;
in[l] = p—>v;
derivatives (in ,out,p);
p—>v = p—>v + out[1] * dt;
p—>r = p—=>r + out[0] * dt;
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Fizyka laboratorium 4

Mozemy zaimplementowaé¢ przedstawiony model, przeprowadzajac symulacje ruchu

wiekszej ilosci punktow materialnych.

Rysunek 3.1. Symulacja ruchu punktéw materialnych

Przedstawiony model mozna wzbogaci¢ o kolejne sily, dodajmy opér osrodka. Sita
oporu jest proporcjonalna do predkosci z jaka porusza si¢ obiekt.

F—

F,+F, (3.4)

gdzie F, = mg, natomiast F; = —cv, gdzie ¢ to stata oporu osrodka.

Nalezy doda¢ do kodu programu procedure wyznaczajaca wypadkowa site dzialajaca

na punkt w chwili czasowej t.

}

void calcForce (Punkt *p, Wektor v){
p—>f =p—>m x g — C x v;

Modyfikacji wymaga réwniez procedura solveEuler, nalezy umiesci¢ wywotanie pro-

cedur calcForce.

void solveEuler (Punkt xp,
Wektor in[2], out[2];
in [0] = p—>r;
in[1] = p—>v;
calcForce (p, p—=>v);
derivatives (in,out,p);
p—>v = p—>v + out[1]
p—>r = p—>r + out [0]

* dt;
* dt;

float dt){
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3.2. Rzut ukosny

3.2. Rzut ukosny

Cialu umieszczonemu w jednorodnym polu grawitacyjnym o przyspieszeniu g na-
dajemy pewna predkos¢ poczatkowa Vi, wyrzucajac je pod katem a do poziomu.
Roéwnania opisujace wspéthrzedne ciata w kartezjanskim uktadzie po uptywie czasu t:

r ="Vt (3.5)

t2
y ="V, t— (3.6)

gdzie, Vi, = Vj cos(a), oraz Vo, = Vjsin(a)

Polozenie i predkos¢ ciata mozemy obliczy¢ rozwiazujac numerycznie rownanie ruchu
dla punktu materialnego, umieszczajac punkt w poczatku uktadu wspotrzednych w
chwili ¢y i nadajac mu predkos$é¢ poczatkowa,.

Na wykresie przedstawiono rozwiazanie analityczne w porownaniu z rozwigzaniem
numerycznym z wykorzystaniem najprostrzej metody Eulera.

25

= Analityczne
—#—Euler
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Rysunek 3.2. Rzut ukos$ny

Oczywiscie zastosowanie lepszej metody numerycznej powinno dac lepsze rozwiaza-
nie. Zobaczmy jak wygladalyby obliczenia dla metody MidPoint.

Rozpoczynamy w chwili # dla ktérej znamy polozenie naszego obiektu r(ty), oraz
predkosé v(ty). Korzystajac z metody MidPoint w pierwszym kroku wyznaczamy
k1 dla funkcji polozenia r oraz predkosci v:

] L
kl = —
v(to) g(to)
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Fizyka laboratorium 4

Nastepnie obliczamy k2 zgodnie ze wzorem (2.20).

’

h
= h
rlto) + 5H10) v(to) + Sh11]
k2 = 5 — 2
v(to) + §k1[1] g(to)
Dalej wyznaczamy wartosci funkcji r(ty + h) oraz v(ty + h), korzystajac z formu-
by (2.21):

[ﬂ%+h) ~ r%y+cﬁ@+ggm0h
v(to +h) v(to) + glto)h

Po przeksztalceniach otrzymamy nastepujaca formute opisujaca wartos¢ funkcji r w

chwil ¢y + h: ,

r(to+h) =r(to) + v(to)h + %

Pamietajac, ze r jest wektorem, oraz, ze g wektor przyspieszenia grawitacyjnego jest
staly oraz skierowany pionowo w dot mozemy uzyska¢ potozenie punktu wzgledem
osi x oraz y:

re(to + h) = re(to) + va(to)h (3.7)

gyh?

Ty<t0 + h) = T’y(t0> + Uy(to)h + (38)

Widaé, ze otrzymane réwnania sa réwnowazne rozwiazaniu analitycznemu (3.5)
oraz (3.6).

Mozemy tatwo wyprowadzi¢ wzory opisujace potozenie punktu w chwili ¢ rozpoczy-
najac od punktu startowego (0,0), rozwijajac funkcje r opisujaca polozenie punktu
w przestrzeni w szereg Taylora:

/ I'N t
r(to +h) =r(ty) + 1 (to)h + %hz +... (3.9)
Poniewaz: 1'(ty) = v(ty) a v (tg) = v (ty) = g(ty) oraz korzystajac z faktu, ze
przyspieszenie g(z) = const czyli g = 0 otrzymujemy:
gh’

I‘(tg + h) = I‘(to) + V(to)h + 7 (310)

Kiedy w modelu uwzglednimy dodatkowe sity poza sama sita grawitacji rozwiazanie
zadania metoda numeryczna praktyczni nie ulega zmianie, jednak widaé¢ ,ze metoda
MidPoint nie da juz rozwiazania dokladnego, poniewaz przy zmieniajacym sie w
czasie przyspieszeniu kolejne pochodne nie beda sie juz zerowaly.

3.3. Zadanie

Plik zad3.rar zawiera projekt dla srodowiska MinGW Developer Studio, w pliku
main.cpp nalezy dokonac¢ nastepujacych zmian:
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3.3. Zadanie

1. Zaimplementowa¢ metode solveMidPoint

2. Napisa¢ procedure calcForce uwzgledniajaca opor osrodka w ktérym porusza
si¢ punk materialny.

3. Zmodyfikowaé¢ program tak aby metody solveEuler, solveMidPoint poprawnie
wyznaczaly wypadkows sile dzialajaca na punkt, oraz zaimplementowaé proce-
dure solveRK4

Po uruchomieniu programu mozemy przetaczy¢ sie na odpowiedni solver korzystajac
z nastepujacych klawiszy:

e ¢ - solveEuler
m - solveMidPoint
r - solveRK4
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